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Az ala´bbiakban felsoroljuk a re´sztvevo˝k (Bezdek Andra´s, Csizmadia Gyo¨rgy,
Fejes To´th Ga´bor, Heppes Alada´r, G. Horva´th A´kos, Hujter Miha´ly Ta-
lata Istva´n e´s To´th Ge´za) a´ltal a ta´mogatott ido˝szak o¨t e´ve alatt ve´gzett
munka´t. Az ele´rt eredme´nyek a diszkre´t geometria teru¨lete´re esnek. Jo´
ne´ha´ny ko¨zu¨lu¨k a konvexita´s e´s a kombinato´rikus geometria ke´rde´seit is
e´rintik. A felsorola´s a re´sztvevo˝k neve´nek abc sorrendje szerint to¨rte´nik:
1. Bezdek Andra´s eredme´nyei
Bezdek Andra´s a Marcel Dekker kiado´ re´sze´re Discrete Geometry c´ımu˝
ko¨tetet szerkesztett. A ko¨tet W. Kuperberg 60. szu¨lete´snapja alkalma´bo´l
ke´szu¨lt. W. Kuperberg munka´ssa´ga´t a´ttekinto˝ cikket Fejes To´th Ga´borral
ko¨zo¨sen ı´rta´k. A ko¨tet tartalmaz egy Bezdek Andra´s a´ltal o¨sszea´ll´ıtott
proble´magyu˝jteme´nyt is [B2]. Fejes To´th Ga´bor egyik sejte´se´nek Donald
Baggett e´s Bezdek Andra´s a´ltal adott bizony´ıta´sa szinte´n ebben a ko¨tetben
lett publika´lva [B1]. A cikkben ro¨vid u´t proble´ma´k azon va´ltozata´t ta´rgyalja´k
amikor egy mozaik adott e´s a hata´ron haladva akarunk ke´t pont o¨sszeko¨te´se´-
hez ro¨vid utat biztos´ıto´ strate´gia´t tala´lni. Az elja´ra´s egyik ko¨vetkezme´nye
adja Fejes To´th Ga´bor ko¨ro¨k ra´csszeru˝ elhelyeze´se´re vonatkozo´ sejte´se´nek a
megol-da´sa´t.
A Tarski proble´ma ne´ven ismert klasszikus eredme´ny szerint, ha egy ko¨r
alaku´ lemez sa´vokkal van fedve, akkor a sa´vok sze´lesse´geinek az o¨sszege le-
gala´bb akkora, mint a ko¨r a´tme´ro˝je. Sza´mos a´ltala´nos´ıta´sa ismert ennek a
proble´ma´nak. [B4] a ko¨vetkezo˝ Bezdek Andra´sto´l sza´rmazo´ ke´rde´st vizsga´lja:
Igaz marad-e Tarski te´tele akkor is, ha a sa´vokkal a ko¨rlemeznek csak egy
re´sze´t, nevezetesen azt a gyu˝ru˝t kell csak lefednu¨nk, amit u´gy kapunk, hogy a
ko¨rlemezen a ko¨ze´ppontja ko¨ru¨l egy elegendo˝en kis ko¨r alaku´ lyukat va´gunk.
Ha igen akkor terme´szetesen veto˝dik fel a ko¨r alaku´ lyuk sugara´nak a maxi-
maliza´la´sa, vagy annak vizsga´lata, hogy a lyuknak szu¨kse´gke´ppen a ko¨rlemez
ko¨ze´pe´n kell-e lenni, ill. hogy hasonlo´ a´ll´ıta´s igaz-e ko¨r helyet ma´s konvex
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2tartoma´nyra is. [B4]-ben a ne´gyzetlap e´s a pa´ros oldalu´ centra´lszimmetrikus
lemezek esete van megoldva.
Littlewoodto´l (1968) sza´rmazik a ko¨vetkezo˝ ke´rde´s: Legfeljebb ha´ny egy-
beva´go´, mindke´t ve´ge´n ve´gtelen hosszu´ ko¨rhenger helyezheto˝ el a te´rben u´gy,
hogy ba´rmely ketto˝nek legyen ko¨zo¨s e´rintkeze´si pontja? Lehetse´ges hogy a
maximum 7? Ez a ke´rde´s a mai napig megva´laszolatlan. A szerzo˝ 1991-ben
Oberwolfachban va´zolt egy bizony´ıta´st a felso˝ korla´t le´teze´se´re. [B5] tartal-
mazza a re´szleteket. A korla´t to¨bb Ramsey sza´m kombina´cio´jake´nt fejezheto˝
ki, igy le´nyege´ben csak a korla´t le´teze´se´t bizony´ıtja [B5]. [B6] Ramsey te´tel
alkalmaza´sa ne´lku¨l ko¨zel´ıti meg a ke´rde´st e´s azt bizony´ıtja, hogy a hengerek
sza´ma legfeljebb 24.
1994-ben amikor Bezdek Ka´rollyal ko¨ro¨k sa´vokkal to¨rte´no˝ re´szleges fede´se´t
vizsga´tuk a ko¨vetkezo˝ o¨nmaga´ban is e´rdekes sejte´st fogalmaztuk meg: legyen
K az egyse´g ko¨r egy olyan konvex tartoma´mya amelynek a be´ırt sugara r.
K-t az egyse´ggo¨mb fo¨le´ ı´rt fe´lgo¨mbre mero˝legesen vetitve olyan tartoma´nyt
kapunk amelynek teru¨lete legfeljebb rpi. Egyenlo˝se´g csak akkor le´p fel ha K
maga egy sa´v. Ennek a sejte´snek a bizonyita´sa´t [B3] tartalmazza.
A transverza´lisok elme´lete´nek te´mako¨re´be tartozik a ko¨vetkezo˝ eredme´ny:
Azt mondjuk, hogy az n-dimezio´s te´r egyse´g go¨mbjeinek egy rendszere T (k)
tulajdonsa´gu´, ha ba´rmely k-eleme´nek van tranzverza´lisa. [B7]-ben azt bi-
zony´ıtjuk be, hogy ha F n-dimenzios egyseggo¨mbo¨k csala´dja azzal a tulaj-
donsa´ggal hogy ba´rmely ket go¨mb ta´volsa´ga legala´bb 2
√
2 +
√
2 = 3.6955.
Ekkor ha ba´rmely n2 elemu¨ re´szhalmaznak van ko¨zo¨s tranzverza´lisa akkor
F-nek is van ko¨zo¨s tranzverza´lisa.
A [B8] dolgozat olyan euklideszi e´s hiperbolikus s´ıkbeli ill. go¨mb fel-
szinen levo˝ pontok su˝ru˝ volta´t vizsga´lja amelyek rendelkeznek azzal a tu-
lajdonsa´ggal hogy ba´rmely ha´rom pontjukkal egyu¨tt azok be´ırt ko¨renek a
ko¨ze´ppontja´t is tartalmazza´k.
A [B9] dolgozat olyan sikbeli ponthalmazok su˝ru˝ volta´t vizsga´lja ame-
lyek rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal hogy ba´rmely ha´rom pontjaval
egyutt azok magassa´g pontja´t is tartalmazza. Valo´ja´ban azt bizony´ıtjuk
be hogy ilyen halmazok A) su˝ru˝ek a s´ıkon B) egy dere´kszo¨gu˝ hiperbola su˝ru˝
re´szhalmazai C) a derekszo¨gu˝ hiperbola egy jo´l le´ırhato´ diszkre´t re´szhalmaza.
2. Fejes To´th Ga´bor eredme´nyei
Fejes To´th Ga´bor a Discrete and Computational Geometria folyo´irat re´sze´re
Discrete Geometry c´ımu˝ ku¨lo¨n ko¨tetet szerkesztett W. Kuperberggel ko¨zo¨sen
az a´ltaluk szervezett, az OTKA e´s az NSF a´ltal ko¨zo¨sen ta´mogatott work-
shop uta´n. A Marcel dekker kiado´ ko¨tet jelentetett meg W. Kuperberg 60.
szu¨lete´snapja alkalma´bo´l. W. Kuperberg munka´ssa´ga´t a´ttekinto˝ cikket Fejes
3To´th Ga´bor Bezdek Andra´ssal ko¨zo¨sen ı´rta´k. E ko¨tetben jelent meg Fejes
To´th Ga´bornak Bisztriczky Tiborral ko¨zo¨sen irt [BF] cikke.
[F3]-ben egy adott ko¨rnek 8, 9 ill. 10 ko¨rrel to¨rte´no˝ legritka´bb fede´se keru¨l
meghata´roza´sra.
Azt mondjuk, hogy egy K konvez lemez “r-fat” ha a C egyse´gko¨r tar-
talmazza, e´s o˝ maga tartalmaz egy r-sugaru´ ko¨rt. A ko¨zelmu´ltban Hep-
pes Alada´r azt bizony´ıtotta be, hogy a fennti egyenlo˝tlense´g a keresztezo˝de´s
megengede´se mellett is igaz, ha K egy “0.8561-fat” ellipszis. [F2]-ben azt bi-
zony´ıtja be a szerzo˝, hogy a fennti egyenlo˝tlense´g a keresztezo˝de´s megengede´se
mellett akkor is igaz, ha i) K egy “r0-fat” konvex lemez, ahol r0 = 0.933
vagy ii) K egy “r1-fat” ellipszis, ahol r1 = 0.741.
[F1] e´s [F5] felke´re´sre ı´rt, a tudoma´anyteru¨lete a´ttekinto˝ dolgozat.
[F4]-ben a ko¨vetkezo˝ keru¨l bizony´ıta´sra: Tekintsu¨nk a s´ıkon egy R teru¨letu˝
konvex taroma´nnyt e´s legala´bb ke´t egybeva´go´ ko¨rt, amelyek o¨sszteru¨lete t.
Legyen F a tartoma´nybo´l a ko¨ro¨k a´ltal lefedett re´sz teru¨lete. Jelo¨lje f(x) egy
egyse´gnyi teru¨letu˝ ko¨r e´s egy vele koncentrikus x teru¨letu˝ szaba´lyos hatszo¨g
metszete´nek teru¨lete´t. Akkor F ≤ tf(R/t).
3. Heppes Alada´r eredme´nyei
Szolidita´si sejte´s. Fejes To´th La´szlo´ nyoma´n egy kito¨lte´st (fede´st) szolidnak
neve-zu¨nk, ha a benne szereplo˝ tartoma´nyok ba´rmely ve´ges re´szhalmaza csak
u´gy rendezheto˝ a´t az eredeti kito¨lte´si (fede´si) tulajdonsa´g megtarta´sa mel-
lett, hogy a ve´ge-redme´ny az eredetivel kongruens lesz. 1968-ban kimondott
h´ıres sejte´se szerint az Archimedeszi fe´lig szaba´lyos mozaikok be´ırt (ko¨ru¨lirt)
ko¨reibo˝l a´llo´ rendszerek szolidita´sa csak atto´l fu¨gg, hogy a mozaik csu´csaiban
ha´ny cella tala´lkozik. Ha a foksza´m 3, akkor az elrendeze´s szolid, ha nagyobb
ha´romna´l, akkor nem. Heppes Alada´r egy A. Florian-nal ko¨zo¨s dolgozatban
sza´mol be [H3] az ete´ren ele´rt legu´jabb eredme´nyeikro˝l. Ezzel a sikra e´s a
go¨mbfelu¨letre vonatkozo´an a sejte´s marade´ktalanul igazola´st nyert.
Kito¨lte´sek ke´tfe´le ko¨rrel. Az inkongruens ko¨ro¨kkel valo´ kito¨lte´si proble´-
ma´kkal mintegy 50 e´ve foglalkoznak, de pontos eredme´nyek a ko¨zel-egyforma
ko¨ro¨k esete´t kive´ve (Bo¨ro¨czky, 65) alig keletkeztek. Heppes Alada´r nemre´g
kifejlesztett mo´dszere´vel 5 u´j suga´re´rte´k-pa´r esete´ben maghata´rozta az ele´r-
heto˝ maxima´lis su˝ru˝se´get e´s ezzel extrema´lisnak sejtett konfigura´cio´kat jellem-
zett. Az erro˝l ı´rt dolgozata [H4] megjeleno˝ben van.
Ko¨relhelyeze´sek hate´konysa´gi me´rte´kei, k-szoros tel´ıte´si suga´r. A ko¨relhe-
lyeze´sei vizsga´latok kezdetben a maxima´lis kito¨lte´si (minima´lis fede´si) su˝ru˝se´g
meghata´-roza´sa´ra ira´nyultak, eleinte felte´tel ne´lku¨l, ke´so˝bb melle´kfelte´telekkel.
Nemre´g egye´b hate´kony-sa´gi me´rte´kek (pl. a ko¨ro¨k ko¨zo¨tt marado´ he´zagok
nagysa´ga, k-szoros tel´ıtettse´g, stb.) vizsga´lata is felmeru¨lt. (la´sd pl. G. Fejes
To´th, W. Kuperberg, Packing and Covering with Convex Sets, in Handbook
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ko¨relhelyeze´seket vizsga´lt [H5]. Bevezette a k-szoros tel´ıte´si suga´r fogalma´t
e´s meghata´rozta az egyszeres illetve a ke´tszeres tel´ıte´si suga´r e´s a tel´ıte´si
su˝ru˝se´g kapcsolata´t minden elo˝fordulo´ e´rte´kre.
A kito¨lte´si su˝ru˝se´g helyett ma´s hate´konysa´gi me´rte´ket megko¨zel´ıte´st, a
fedetlenu¨l hagyott re´sz teru¨lete´nek becsle´se´t alkalmazza Heppes Alada´r egy
vizsga´lata, amely ku¨lo¨no¨sen bizonyos nem-kongruens tartoma´nyok esete´ben
mond le´nyegesen u´jat. Ha egy go¨mbfelu¨letet olyan egyszeresen o¨sszefu¨ggo˝
(nem felte´tlen kongruens) tartoma´-nyokkal to¨ltu¨nk ki, amelyek hata´ra nem
go¨rbu¨l befele´ jobban, mint egy r-sugaru´ ko¨r, akkor a fedetlenu¨l marado´
re´szek o¨sszteru¨lete legala´bb 2(n − 2)t, ahol t a ha´rom r-sug-aru˝ ko¨r a´ltal
ko¨zrefogott teru¨let n pedig a tartoma´nyok darabsza´ma. Ez a te´tel sza´mos
esetben pontos e´rte´ket ad. A kito¨ltendo˝ tartoma´ny lehet a teljes go¨mbne´l
kisebb is, a hata´ra´nak go¨rbu¨lete a kito¨lto˝ tartoma´nyoke´val ellente´tesen korla´-
tozott. Uto´bbival analo´g te´telek e´rve´nyesek az euklideszi illetve hiperbolikus
s´ık korla´tos re´sze´n is. Heppes Alada´r kora´bban meghata´rozota az elliptikus
s´ık ne´gy egybeva´go´ ko¨rrel valo´ legritka´bb fede´se´t, ennek publika´la´sa´ra most
keru¨lt sor [H1].
Fede´s nem-kereszteze´si felte´tel ne´lku¨l [H2]. A s´ık centra´lszimmetrikus
konvex tartoma´nyokkal valo´ legritka´bb fede´se´nek meghata´roza´sa re´gi keletu˝
proble´ma. Az eddigi eredme´nyek olyan mo´dszerre ta´maszkodtak, amely
csak akkor eredme´nyes, ha a tartoma´nyokro´l eleve feltesszu¨k, hogy nem
keresztezik egyma´st. Heppes Alada´r eredme´nyei szerint ”nem nagyon elnyu´lt”
ellipszisek esete´ben a s´ık legritka´bb fede´se´nek meghata´roza´sa´na´l el lehet tek-
inteni az u.n. nem-kereszteze´si felte´telto˝l. Ilyen ellipszisek esete´ben teha´t
melle´kfelte´ttel ne´lku¨l is a ra´csszeru˝ fede´s a leggazdasa´gosabb.
Mozaikokon e´rtelmezett izoperimetrikus proble´ma´k [H6]. Heppes Alada´r
e´s Frank Morgan a szaba´lyos hatszo¨gmozaik ve´ges darabjaira vonatkozo´
izoperimetrikus proble´ma´t vizsga´lta. Az alapproble´ma az, hogy a szaba´lyos
hatszo¨gmozaik k sza´mu´ cella´ja´t hogyan kell kiva´lasztani ahhoz, hogy a cella´k
egyu¨ttese´nek a keru¨lete minima´lis legyen. Meghata´rozta´k az extrema´lis
klasztereket e´s becsle´st adtak a nem-merev mozaikok esete´re is.
Borsuk-feloszta´s [H7]. A Borsuk-fe´le darabola´si proble´ma alapke´rde´se,
hogy ha egy egyse´g a´tme´ro˝ju˝, d-dimenzio´s testet kisebb a´tme´ro˝ju˝ re´szekre
akarjuk feldarabolni, akkor mi a darabsza´m (dimenzio´to´l fu¨ggo˝) garanta´lhato´
minimuma. Heppes Alada´r e´s W. Kuperberg a proble´ma´nak azt a varia´nsa´t
vizsga´lta´k, amelyben a darabola´st u. n. hengeres darabola´sra korla´tozta´k.
Hengeres feldarabola´sro´l besze´lu¨nk, ha az a test valamely (d− 1)-dimenzio´s
vetu¨lete´nek feldarabola´sa´n alapul olymo´don, hogy a test egyes darabjait a
vetu¨let darabjaira emelt hengerek hata´rozza´k meg. A szerzo˝k kimutatta´k,
hogy hengeres Borsuk-feloszta´s le´teze´se´nek szu¨kse´ges e´s ele´gse´ges felte´tele,
5hogy a test ne legyen a´llando´ sze´lesse´gu˝. Ezzel az a´llando´ sze´lesse´gu˝ hal-
mazok egy eddig ismeretlen jellemze´se´t adta´k. A darabsza´mra also´ e´s felso˝
korla´tot is adtak. (Pl. d = 3 esete´n a 7 re´szre va´ga´s mindig elegendo˝.)
A´llado´ sze´lesse´gu˝ halmazok jellemze´s [H8]. Heppes Alada´r e´s G. Averkov
az a´llado´ sze´lesse´gu˝ halmazok u´jfajta, kette´va´ga´son alapulo´ jellemze´se´vel
kapcsolatban e´rt el eredme´nyeket.
Ko¨r, ne´gyzet e´s szaba´lyos ha´romszo¨g a´tme´ro˝-korla´tozott fede´sei [H12].
To¨bben vizsga´lta´k ne´gyzet, ko¨r e´s szaba´lyos ha´romszo¨g fede´se´t adott sza´mu´
ko¨rrel azt ko¨vetelve, hogy a ko¨ro¨k a´tme´ro˝je mine´l kisebb legyen. Hep-
pes egy rokon proble´ma´t vizsga´lt meg valamennyi olyan esetre, amikor a
ko¨ro¨k me´rete´re a pontos korla´t. Ebben a fedo˝ tartoma´nyke´nt ba´rmilyen
alak megengedett, de va´ltozatlanul a´tme´ro˝ju¨k cso¨kkente´se volt a ce´l. Vala-
mennyi esetben sikeru¨lt tiszta´zni, hogy a fedo˝ halmazok alakja´nak felolda´sa
cso¨kkenti-e a darabok a´tme´ro˝je´nek maximuma´t. Sok esetben a maxima´lis
a´tme´ro˝ minimuma´t is meghata´rozta.
Helly t´ıpusu´ transzverza´lis proble´ma´k [H9] [H10] [H11] [H13] [H14]. A
vizsga´lt transzverza´lis proble´ma´k a Helly te´tellel mutatnak rokonsa´got. Tar-
toma´nyok egy halmaza´ro´l azt mondjuk, hogy rendelkezik a T (k) tulajdonsa´g-
gal, ha ba´rmely k eleme´hez tala´lhato´ transzverza´lis, azaz valamennyit metszo˝
egyenes. A vizsga´latok arra ira´nyulnak, hogy mely tartoma´ny-egyu¨ttesek
esete´ben mely k e´rte´k garanta´lja az o¨sszes tartoma´nyt szelo˝ egyenes le´teze´se´t,
illetve ez a ce´l milyen me´rte´kben garanta´lhato´. Tipikus eredme´nyke´nt eml´ıt-
heto˝ Hadwiger te´tele, mely szerint egy konvex tartoma´ny diszjunkt eltolt-
jaibo´l a´llo´ ve´gtelen sok elemu˝ halmaz esete´ben T (3) biztos´ıtja a mindent
szelo˝ egyenes le´teze´se´t. Vizsga´lataink az euklideszi s´ıkra vonatkoztak e´s to¨bb
ira´nyban hoztak eredme´nyt. Heppes Alada´r vizsga´lta, hogy egy konvex tar-
toma´ny diszjunkt eltoltjaibo´l a´llo´ ve´ges sok elemu˝ halmaz esete´ben hogyan
fu¨gg a halmaz elemsza´ma´to´l az o¨sszes halmazt fedo˝ sa´v relat´ıv sze´lesse´ge.
Igazolta, hogy ez a Hadwiger fenti te´tele´ben szereplo˝ 0-hoz tart [H9]. Ko¨ro¨k
diszjunkt rendszereire szor´ıtkozott to¨bb vizsga´latunk. Egy az irodalom-
ban re´gen kimondott sejte´st megko¨zel´ıtve Heppes Alada´r igazolta, hogy dis-
zjunkt d a´tme´ro˝ju˝ ko¨ro¨kbo˝l a´llo´ T (3) halmaz esete´n (amikor teha´t ba´rmely
ha´rom ko¨ze´ppont egy d sze´lesse´gu˝ sa´vban van) a ko¨ze´ppontok halmaza
1.65d sze´lesse´gu˝ sa´vval mindig lefedheto˝ [H10]. (A sejtett legjobb e´rte´k
1.618d.) Re´szben a fenti eredme´nyre ta´maszkodva Heppesnek sikeru¨lt igazol-
nia Katchalski e´s Lewis 20 e´ves sejte´se´t, mely szerint diszjunkt egyse´gko¨ro¨kbo˝l
a´llo´ rendszerekne´l a T (3) tulajdonsa´g garanta´lja a T−2 tulajdonsa´got, vagyis
azt, hogy van olyan egyenes, amely legfeljebb 2 ko¨r kive´tele´vel valamennyit
metszi. Elo˝zo˝leg Kaiser T −12 becsle´se volt a legjobb eredme´ny. Dolgozata´t
ko¨zle´sre benyu´jtotta [H13].
U´j kutata´si ira´nyke´nt Bezdek Ka´roly, Bisztriczki Tibor, Csiko´s Bala´zs
e´s Heppes Alada´r tanulma´nyozta azt a Helly t´ıpusu´ ke´rde´st, hogy milyen
felte´telek mellett garanta´lhatjuk, hogy ha egy egyse´gnyi a´tme´ro˝ju˝ ko¨ro¨kbo˝l
6a´llo´ rendszer ba´rmely k eleme´hez van a ko¨ro¨ket metszo˝ egyenes, akkor az
o¨sszes ko¨rho¨z is van ilyen. Bela´thato´, hogy minden k-hoz van olyan d, hogy
a fenti Helly-t´ıpusu´ te´tel igaz azzal a felte´tellel, hogy a ko¨ze´ppontok ta´volsa´ga
> d. Az ilyen d ta´volsa´gok infimumake´nt ado´do´ tk sorozatnak sikeru¨lt pon-
tosan meghata´rozni ne´ha´ny kezdo˝ tagja´t, e´s bebizony´ıtottuk a tk = O(1/k)
aszimptotika´t [H11], [H14].
4. G. Horva´th A´kos eredme´nyei
[Ho1]-ben cikkben ke´t kite´ro˝ egyenes norma´ltranszverza´lisa´t szerkeszti
meg a szerzo˝ a Poincare fe´lte´r modellben e´s abszolut szerkeszte´ssel egyara´nt,
igazolva, hogy a hiperbolikus te´rben is egye´rtelmu˝en le´tezik.
[Ho2] egy rekurzio´s e´s egy explicit formula´t tartalmaz a ma´sodrendu˝ Reed-
Muller ko´dhoz rendelheto˝ su´lyeloszla´s fu¨ggve´nyek kisza´mı´ta´sa´ra.
[Ho3] hiperbolikus s´ık egyenlo˝szo¨gu˝ sokszo¨geivel foglalkozik.
[Ho5] egy a parallelotopok vetuleteirol szolo cikk, amelyet a ”Monatshefte
fur Mathematik” folyoiratban fogadtak el publikalasra.
5. Hujter Miha´ly eredme´nyei
Hujter Miha´ly ke´t megjelene´s alatt a´llo´ cikke [Hu1, Hu2] a
www.math.bme.hu/ hujter c´ımen olvashato´ak, itt a c´ımu¨ket soroljuk fel:
[Hu3] a Budapesti Ko¨zgazdasa´gtudoma´nyi e´s A´llamigazgata´si Egyetem
a´ltal haszna´lt egyetemi jegyzet. Perfekt gra´fok e´s alkalmaza´saik c´ımmel
jelent meg. A ke´ziratban – to¨bbek ko¨zo¨tt – a perfekt gra´fok geometriai
vonatkoza´sai is re´szletesen ta´rgyalva vannak. Nemcsak a linea´ris algebrai
ha´tte´r van re´szletesen ismertetve, hanem a geometria jellegu˝ alkalmaza´sok
is. Sok a´bra illusztra´lja a mo´dszereket e´s az alkalmaza´sokat. A ko¨nyv teljes
terjedelemben leto¨ltheto˝ a http://www.math.bme.hu/˜hujter c´ımro˝l.
Pa´r e´ve a szerzo˝ e´s Tuza vezette´k be a “cograph contraction” gra´fok –
azaz a 4-pontu´ u´t-gra´fokat nem tartalmazo´ gra´fokbo´l o¨sszehu´za´ssal nyer-
heto˝ gra´fok – oszta´lya´t, mely oszta´ly a perfekt gra´fok ko¨zo¨tt specia´lis helyet
foglal el. A gra´foszta´ly karakteriza´la´sa´t re´szben Le oldotta meg, eredme´nye´t
Zverovich es Zverovich fejlesztette. A karakteriza´cio´t [Hu4] teszi teljesebbe´.
[Hu5] e´s [Hu6] egy sokdimenzio´s poliedrikus szita-formula prec´ız bizony´ı-
ta´ssal, mely a linea´ris programoza´s dualita´s-elme´lete´n e´s a ve´ges halmazrend-
szerek elme´lete´n alapul.
76. Poor Attila eredme´nyei
Ke´t cikke [P1, P2, P3, P4] megjelene´s alatt a´ll. A doktori disszerta´cio´
leada´sa e´s ve´dese az ege´sz 2003-as e´vre kiterjedt. [P2] azzal foglalkozik, hogy
ha egy n dimenzio´s egyse´gkocka egy ny´ılt go¨mbpakola´sa´t elhagyjuk, akkor
a ha´tramarado´ halmaz hausdorff dimenzio´ja mennyire lehet kicsi. Amenny-
iben n tart a ve´gtelen-hez, akkor ez az e´rte´k linea´risan ko¨zeledik n-hez, azaz
n−O( 1n).
Por Attila la´thato´sa´gi gra´fok chromatikus sza´ma e´s klik-sza´ma ko¨zo¨tti
o¨sszefu¨gge´ssel foglalkozott. Wood es Kara-val ko¨zo¨sen [P5] pe´lda´t mutat-
tak olyan la´thato´sa´gi gra´fra melynek klik-sza´ma n e´s chromatikus sza´ma
legala´bb exp(lognloglogn). Ezenkivu¨l a theta gra´fok re´szleges fede´se´nek
komplexita´sa´val is foglalkozott. A Discrete and Computational Geome-
try folyoirathoz Ricardo Strausz Juancho Montellano ko¨zo¨sen benyu´jtott
”Tverberg-type theorems for separoids” c. cikku¨ket [P6] elfogadta´k ko¨zle´sre.
7. Talata Istva´n eredme´nyei
[Ta1]: Bezdek K. e´s Pach J. 1986-ban azt sejtette, hogy legfeljebb 2d darab
homotetikus pe´lda´nya helyezheto el egy d-dimenzio´s centra´lszimmetrikus
konvex testnek u´gy, hogy ba´rmely ketto˝ e´rintse egymast. Ma´ske´nt fogal-
mazva, eszerint a sejte´s szerint Rd-t aka´rmilyen Minkowski metrika´val is
la´tjuk is el, az ebben vett olyan go¨mbpakola´sok, amelyekben ba´rmely ke´t
go¨mb e´rinto˝ , legfeljebb 2d go¨mbbo˝l a´llhat-na´nak. A sejte´sne´l egy kic-
sit gyenge´bb a´llita´st sikeru¨lt igazolnom, bela´tva, hogy legfeljebb f(d) =
(1 + o(1))ed log(d)2d sza´mu´ homotetikus pe´lda´nya helyezheto˝ el tetszo˝leges
d-dimenzio´s centra´lszimmetrikus konvex testnek u´gy, hogy ba´rmely ketto˝
e´rintse egyma´st (itt e = 2.71 . . . az Euler-sza´m). So˝t, a bizony´ıta´s mu¨ko¨dik
nem felte´tlenu¨l centra´lszimmetrikus konvex testekre is, amennyiben pozit´ıv
homotetikus pe´lda´nyait tekintju¨k ilyen testeknek.
[Ta2]: Rd-ben egy d-dimenzio´s szimplexnek ke´t olyan diszjunkt lapja´t,
amelyek a szimplex o¨sszes csu´csa´t lefedik, a´tellenesnek nevezzu¨k. Talata
Istva´nnak egy ke´pletet sikeru¨lt adnia ke´t tetszo˝leges a´tellenes lap a´ltal megha-
ta´rozott affin alterek ta´volsa´ga´ra, emelyben Cayley-Menger t´ıpusu´ deter-
mina´nsok szerepelnek (azaz olyan determina´nsok, melyekben a szimplex
e´lhosszainak a ne´gyzetei az elemek, ill. ne´ha´ny sora´ban e´s oszlopa´ban pedig
0-k e´s 1-ek a´llnak). Mindezt a´ltala´nos´ıtotta is, hasonlo´ t´ıpusu´ ke´pleteket
adva a szimplex bizonyos t´ıpusu´ projekcio´inak a te´rfogata´ra. Szfe´rikus e´s
hiperbolikus te´rben bela´tta, hogy hasonlo´ ke´pletet nem lehet adni, so˝t sz-
implex a´tellenes lapjainak a ta´volsa´ga´t a´ltala´ban nem lehet kifejezni az
e´lhosszak koszinuszainak ill. hiperbolikus koszinuszainak gyo¨kjelekkel bo˝v´ıtett
algeblai kifejeze´seke´nt sem.
[Ta3]: Legyen m ≥ 2 tetszo˝leges ege´sz sza´m. Egy K d-dimenzio´s kon-
vex test esete´n definia´ljuk K-nak az m-edik e´rinte´si sza´ma´t (amit jelo¨lju¨nk
8t(m,K)-val) u´gy, hogy az a legnagyobb olyan n sza´m, amelyre teljesu¨l,
hogy le´tezik K-nak n eltoltja u´gy, hogy ezek ko¨zu¨l ba´rhogy kiva´lasztva m
darabot, mindig van ko¨zo¨ttu¨k legala´bb ke´t e´rinto˝. (Megjegyze´s: az n eltolt
ko¨zo¨tt egyma´sba nyu´lo´akat is megengedu¨nk.) Bezdek K., Naszo´di e´s Visy
(2002) bela´tta´k, hogy t(m,K) ≤ O(m2)3d a´ltala´ban,ill. t(m,B) ≤ (m −
1)3d euklideszi go¨mbo¨kre. Talata Istva´nnak sikeru¨lt bizonyos e´rtelemben
jav´ıtania a becsle´seiken, a ko¨vetkezo˝ korla´tokkal: t(m,K) ≤ O(mm)2.7145d
a´ltala´ban,ill. t(m,B) ≤ (m+ k)k(1 +√(2)(k + 1)/k)d euklideszi go¨mbo¨kre,
ahol k ≥ 1 tetszo˝leges ege´sz sza´m.
[Ta4]-ben egy K d-dimenzio´s konvex test m-edik e´rinte´si sza´ma´n a K test
eltoltjainak egy olyan csala´dja´nak a minima´lis sza´mossa´ga´t e´rtju¨k, amelyben
ba´rmely m eltolt ko¨zo¨tt van ke´t e´rinto˝ (m ≥ 2), e´s t(m,K)-val jelo¨lju¨k ezt
a mennyise´get (megj: az eltoltak ko¨zt megengedu¨nk egyma´sba nyu´la´st is).
Azt bizonyitja be a szerzo˝, hogy a Cd d-dimenzio´s keresztpolito´pokra fenna´ll
t(m,K) ≤ m3(1.5 +√2)d+o(d).
[Ta5]: EgyK d-dimenzio´s konvex test H(K) Hadwiger-sza´ma´n aK eltolt-
jaival vett pakola´sokban elo˝fordulo´, az egyes eltoltakat e´rinto˝ to¨bbi test (azaz
szomsze´dok) sza´ma´nak lehetse´ges maximuma´t e´rtju¨k. AHL(K) ra´cs-e´rinte´si
sza´m hasonlo´ mo´don definia´lhato´ a ra´csszeru˝ pakola´sokra vett megszor´ıta´ssal.
Zong (1997) bebizony´ıtotta a H(K1 ×K2) + 1 = (H(K1) + 1)(H(K2) + 1)
ke´pletet konvex testek direkt szorzataira, abban az esetben, amikor K1 e´s
K2 ko¨zu¨l legala´bb az egyik konvex test legfeljebb ke´tdimenzio´s. Zong azt
sejtette, hogy ha mindke´t test ele´g magas dimenzio´s, akkor a ke´plet ma´r
nem felte´tlenu¨l marad igaz. Igazolom ezt a sejte´st, pontosabban tetszo˝leges
d1, d2 ≥ 3 esete´re megadok olyan K1 e´s K2 konvex testeket, ahol K1 d1-
dimenzio´s e´s K2 d2-dimenzio´s konvex testek, e´s Zong ke´plete nem teljesu¨l
ra´juk. Ebben a cikkben azt is bela´tom, hogy minden d ≥ 3 esete´n van olyan
K d-dimenzio´s szigoru´an konvex test, amelyre H(K) ≥ 1635(
√
7)d−1. Ebbo˝l
ko¨vetkezikH(K)−HL(K) ≥ (
√
7)d−o(d), ami a max(H(K)−HL(K)) ≥ 2d−1,
d ≥ 3 (Talata I.: On a lemma of Minkowski, Period. Math. Hungar. 32
(1998), 199-207.) eredme´nyen jav´ıt magasabb dimenzio´s terek esete´ben (itt
a maximumot az o¨sszes K d-dimenzio´s konvex test esete´re kell e´rteni).
[Ta6]: Egy elhelyeze´sben (azaz pakola´sban) ke´t konvex testet szomsze´dos-
nak nevezu¨nk, ha azok e´rintik egyma´st. Bela´tom, hogy szaba´lyos oktae´der
ve´ges sok eltoltja´bo´l a´llo´ elhelyeze´sben (azaz pakola´sban) mindig tala´lhato´
olyan test, amelynek legfeljebb 9 szomsze´dja van. Ma´sre´szt megmutatom,
hogy le´tezik szaba´lyos oktae´der 146 eltoltja´bo´l a´llo´ olyan elhelyeze´s, amely-
ben mindegyik testnek legala´bb 9 szomsze´dja van. O¨sszegezve teha´t elmond-
hato´, hogy 9 a legnagyobb minima´lis szomsze´dsza´m egy szaba´lyos oktae´der
eltoltjainak ve´ges elhelyeze´seiben.
98. To´th Ge´za eredme´nyei
Geometriai gra´fnak (topologikus ga´fnak) nevezu¨nk egy gra´fot lerajzolva a
s´ıkra u´gy hogy a csu´csoknak pontok felelnek meg, az e´leknek pedig a megfelelo˝
pontokat o¨sszeko¨to˝ egyenes szakaszok (go¨rbe´k).
Az Euler formula ko¨zismert e´s egyszeru˝ ko¨vetkezme´nye hogy egy n csu´csu
geometriai illetve topologikus gra´fnak, ha az e´lei nem metszik egymast,
legfeljebb 3n − 6 e´le van. Ennek az a´ll´ıta´snak ku¨lo¨nbo¨zo˝ a´ltala´nos´ıta´sait
bizony´ıtotta To´th Ge´za, illetve ma´r ismert a´ltala´nos´ıta´sait jav´ıtotta meg
ta´rsszerzo˝ivel:
[T39]: 1997-ben Agarwal, Aronov, Pach, Pollack e´s Sharir bizony´ıtja´k
hogy van olyan C konstans, hogy minden n csu´csu e´s legala´bb Cn e´lu˝
geometriai gra´f tartalmaz ha´rom paronke´n metszo˝ e´let. [T39]-ben az keru¨l
bizony´ıta´sra, hogy van olyan C ′ konstans, hogy minden n csu´csu e´s le-
gala´bb C ′n e´lu˝ topologikus gra´f tartalmaz ha´rom paronke´n metszo˝ e´let. So˝t,
tetszo˝leges r terme´szetes sza´mra van olyan Cr konstans, hogy minden n
csu´csu e´s legala´bb Crn e´lu˝ topologikus gra´f tartalmaz r + 2 e´let amelyek
ko¨zu¨l az elso˝ ketto˝ metszi egyma´st is, es a to¨bbi r e´l mindegyike´t.
[T26]-ben egy gra´flerajzola´st egyszeru˝nek nevezu¨nk, ha az e´lek go¨rbe´k, de
ba´rmely ke´t go¨rbe´nek legfeljebb egy ko¨zo¨s pontja van. A szerzo˝k bevezetik a
teljes gra´fnak ke´t “kanonikus” egyszeru˝ lerajzola´sa´t, e´s bebizony´ıtja´k hogy a
teljes n csu´csu´ gra´f ba´rmely egyszeru˝ lerajzola´sa´ban tala´lhato´ egy c log1/8 n
me´retu˝ teljes ami az egyik kanonikus mo´don van lerajzolva.
[T27]-ben a szerzo˝k konstrua´lnak egy n elemu˝ egyenes elrendeze´st a s´ıkon,
amelyben cn7/4 hosszu´sa´gu´ monoton u´t tala´lhato´. Ez Matousek cn5/3-os
konstrukcio´ja´t jav´ıtotta meg.
[T29]-ben a szerzo˝k bebizony´ıtja´k hogy a 3 dimenzio´s te´r pontjai kiszinez-
heto˝k 15 szinnel u´gy hogy ba´rmely ke´t egyse´gta´volsa´gra levo˝ pont ku¨lo¨nbo¨zo˝
szinu˝.
[T37]-ben a szerzo˝k bebizony´ıtja´k hogy ha egy n csu´csu´, e > ckn e´lu˝ gra´fot
ba´rhogy lerajzolunk a sikra, akkor tala´lhato´ k+ 2 e´l u´gy, hogy az elso˝ ketto˝
metszi egyma´st, e´s mind a ketto˝ metszi a ma´sik k e´let.
[T38]-ban a szerzo˝k bebizony´ıtja´k hogy ha egy n csu´csu´, e > Ckn e´lu˝
gra´fot ba´rhogy lerajzolunk a s´ıkra, akkor tala´lhato´ 2k e´l u´gy, hogy az elso˝ k
mindegyike metszi a ma´sodik k mindegyike´t.
[T33]-ben a szerzo˝k bebizony´ıtja´k hogy ha egy n csu´csu´ geometriai gra´f
u´gy van lerajzolva hogy nincs 3 hosszu o¨nmaga´t nem metszo˝ ut, akkor
az e´leinek a sza´ma legfeljebb cn log n, e´s ez a korla´t nagysa´grendileg nem
javithato´.
[T32]-ben Fary e´s Hanani te´tele´t a´ltala´nos´ıtva a szerzo˝k bebizony´ıtja´k,
hogy ha egy gra´f le van rajzolva a s´ıkra x-monoton go¨rbe´kkel mint e´lekkel,
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u´gy, hogy ba´rmely ketto˝ pa´ros sokszor metszi egyma´st, akkor u´gy is leraj-
zolhato´, hogy a csu´csok x-koordina´ta´ja nem va´ltozik, az e´lek szakaszok, e´s
nem metszik egyma´st.
[T41]: Az Erdo˝s-Szekeres te´tel szerint minden n-hez le´tezik olyan (legkisebb)
f(n) hogy f(n) altalanos helyzetu˝ pont ko¨zo¨tt a s´ıkon mindig van n konvex
helyzetben. [T41]-ben To´th es Valtr tova´bb javitja´k az f(n)-re vonatkozo´
felso˝ korla´tot, bebizony´ıtja´k hogy f(n) <=
(
2n−5
n−2
)
+ 1.
[T42]-ben To´th Ge´za e´s Tardos Ga´bor tova´bb a´ltala´nos´ıtotta Agarwal,
Aronov, Pach, Pollack es Sharir eredme´nye´t e´s bebizony´ıtotta hogy ha egy n
csu´csu´ gra´f lerajzolhato´ u´gy hogy nincs k+k+k e´le, amelyek ko¨zu¨l ba´rmely
ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ csoportban levo˝ e´l metszi egyma´st, akkor legfeljebb Ckn e´le
van.
[T43]-ben Jan Kyncl, Pach Janos e´s To´th Ge´za bebizony´ıtotta hogy n
piros es n ke´k, konvex helyzetben levo˝ pont ko¨zo¨tt a s´ıkon mindig van egy
o¨nmaga´t nem metszo˝ alternalo´ (piros-ke´k-piros-...) u´t amelynek a hossza
legala´bb n + c
√
n
logn . Konstrua´ltak egy pe´lda´t ahol a leghosszabb ilyen u´t
is legfeljebb 43n+ c
′√n hosszu´.
[T44, T50]: Egy G gra´f metsze´si sza´ma, cr(G), a legkevesebb e´l-metsze´s
sza´ma, amivel G lerajzolhato´. Pach Ja´nos e´s To´th Ge´za bebizonyitotta´k
hogy ha egy gra´f lerajzolhato´ a to´ruszra metsze´s ne´lku¨l, e´s a maxima´lis
foksza´ma d, akkor a sik-metsze´si sza´ma legfeljebb cdn vagyis linea´ris. Ero˝sebb
e´s altala´nosabb va´ltozatot is bizony´ıtottak, ahol a to´rusz helyett tetszo˝leges
irany´ıthato´ felu¨let szerepelhet, e´s a foksza´mokra vonatkozo´ korla´toza´st is
kiku¨szo¨bo¨lte´k. Ezeket az eredme´nyeket Bo¨ro¨czky Ka´roly, Pach Ja´nos e´s
To´th Ge´za tova´bb a´ltala´nos´ıtotta nem ira´ny´ıthato´ felu¨letekre.
[T45, T48]: Egy sikbeli C halmazt fede´s-felbonthato´nak h´ıvunk ha le´tezik
olyan k sza´m, hogy minden, a C eltoltjaibo´l a´llo´ k-szoros fede´s felbon-
thato´ ke´t (legala´bb egyszeres) fede´sre. Pach 1986-ban bebizony´ıtotta hogy
a ko¨ze´ppontosan szimmetrikus konvex sokszo¨gek fede´s-felbonthato´ak. To´th
Ge´za e´s Tardos Ga´bor ezt a´ltala´nos´ıtva bela´tta hogy minden ha´romszo¨g,
konvex sokszo¨g fedes-felbonthato. Pach Ja´nos, Tardos Ga´bor e´s To´th Ge´za
azt vizsga´lta´k hogy milyen halmazok nem fede´s-felbonthato´ak. To¨bbek
ko¨zo¨tt bebizony´ıtotta´k hogy a konka´v ne´gyszo¨gek nem fede´s-felbonthato´ak.
Vizsga´lta´k a ke´rde´s dua´lis va´ltozata´t is, e´s olyan halmazrendszereket is, ame-
lyek nem egy halmaz eltoltjaibol a´llnak.
[T46]-ban Adrian Dumitrescu, Pach Ja´nos e´s To´th Ge´za, Brass sejte´se´t
megca´folva, minden n-re konstrua´lt olyan n pontu´ halmazt amely cn logn
u¨res (a to¨bbi pontot nem tartalmazo´) egybeva´go´ ha´romszo¨get hata´roznak
meg. Itt n-nel maga a ha´romszo¨g is va´ltozik. Elke´pzelheto˝ hogy csak
linea´risan sok ilyen ha´romszo¨g lehet ha egy ro¨gz´ıtett ha´romszo¨ggel kell egy-
beva´gonak lenniu¨k. Ezt az a´ll´ıta´st sikerult bela´tni tompaszo¨gu˝ ha´romszo¨gekre.
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[T47]: Egy G gra´f metsza´si sza´ma, cr(G), a legkevesebb e´l-metsze´s sza´ma,
amivel G lerajzolhato´. Egy lerajzola´sban ha´rom e´l nem mehet a´t egy pon-
ton, illetve ha me´gis, akkor a metsze´spontokat multiplicita´ssal sza´moljuk.
Ko¨zismert, hogy egy n csu´csu´, e ≥ 4n e´lu˝ gra´f metsze´si sza´ma cr(G) ≥
ce3/n2 e´s ez a korla´t nagysa´grendileg pontos. Sharir e´s Rote ke´rdezte´k hogy
mennyiben mo´dosul ez a korla´t ha a metsze´spontokat nem multiplicita´ssal
sza´moljuk. Teha´t a degenera´lt metsze´si sza´m deg − cr(G), a legkevesebb
metsze´spont sza´ma, amivel G lerajzolhato´. Pach Ja´nos e´s To´th Ge´za bebi-
zony´ıtotta´k hogy a helyzet ege´szen ma´s mint a szoka´sos metsze´si sza´mnal.
Minden e ≥ 4n e´lu˝ gra´fra deg − cr(G) ≥ ce, e´s ez a korla´t nagysa´grendileg
pontos. Ha viszont kiko¨tju¨k hogy barmely ke´t e´l legfeljebb egyszer metszheti
egyma´st, akkor sokkal jobb also´ korla´t e´rve´nyes, deg − cr(G) ≥ ce4/n4. Ez
a korla´t valo´sz´ınu˝leg nem pontos.
[T49]: Ismert, (N. Alon, J. Pach, R. Pinchasi, R. Radoicic, M. Sharir)
hogy n sikbeli, korla´tos foku´ algebrai go¨rbe ko¨zu¨l mindig va´laszthato´ ke´t cn
me´retu˝ re´szhalmaz, A e´s B, azzal a tulajdonsa´ggal hogy vagy (i) ba´rmely
A-beli e´s B-beli go¨rbe metszi egyma´st, vagy (ii) ba´rmely A-beli e´s B-beli
go¨rbe diszjunkt. Pach Ja´nos e´s To´th Ge´za bebizonyitotta´k hogy az a´ll´ıta´s
nem teljesu¨l a´ltala´nos s´ıkbeli go¨rbe´kre; mutattak olyan n sikbeli go¨rbe´bo˝l
a´llo´ halmazt, amelynek nincs ke´t cn me´retu˝ re´szhalmaza, A e´s B a fenti
tulajdonsa´ggal.
[T51]-ben Keszegh Bala´zs, Pa´lvo¨lgyi Do¨mo¨to¨r, Pach Ja´nos e´s To´th Ge´za
bebizonyitotta´k hogy ha egy gra´f maxima´lis foksza´ma 3, akkor lerajzolhato´
szakaszokkal mint e´lekkel u´gy, hogy az e´lek legfeljebb 5 ku¨lo¨nbo¨zo˝ ira´nyba
mutatnak, e´s semelyik e´l nem megy a´t egy csu´cson. Kora´bban Pa´lvo¨lgyi
e´s Pach bebizonyitotta´k hogy ha a maxima´lis foksza´m 5, akkor ma´r nem
ele´g korla´tos sok ira´ny. Tova´bbra is nyitott az az eset, amikor a maxima´lis
foksza´m 4.
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